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А ннотация
В статье изучаются периодические на бесконечности функции из однородных пространств и 
распределения из гармоничных пространств. Формулируется определение однородного 
пространства функций, заданных на вещественной оси или полуоси, со значениями в комплексном 
банаховом пространстве. В частности, однородными являются пространства Степанова, Лебега, 
амальгам Винера, пространства функций ограниченной вариации и непрерывных функций, а 
также многие их подпространства. На основе однородных пространств функций строятся 
гармоничные пространства распределений. В рассматриваемых пространствах функций 
(распределений) вводятся понятия медленно меняющихся и периодических на бесконечности 
функций (распределений), изучаются их свойства. Вводятся понятия канонического и 
обобщенного рядов Фурье периодической на бесконечности функции (распределения), 
коэффициентами которых являются медленно меняющиеся на бесконечности функции 
(распределения). Изучаются свойства рядов Фурье. Получены критерии периодичности на 
бесконечности функции (распределения). Особое внимание уделяется получению критериев 
периодичности на бесконечности решений дифференциальных и разностных уравнений.
A bstrac t
The article under consideration studies periodic at infinity functions from homogeneous spaces and 
distributions from harmonic spaces. We give a definition of a homogeneous space of functions defined on 
the real axis or semi-axis with values in a complex Banach space. For instance, Stepanov spaces, 
Lebesgue spaces, Wiener amalgams, the space of functions of bounded variation and continuous 
functions and some of their subspaces belong to this class. On the basis of homogeneous spaces of 
functions harmonic spaces of distributions are constructed. In the spaces of functions (distributions) under 
consideration we introduce the concepts of slowly varying and periodic at infinity functions 
(distributions) and study their properties. For periodic at infinity function (distribution) we also introduce 
the concepts of canonical and generalized Fourier series, whose coefficients are slowly varying at infinity 
functions (distributions). We study the properties of Fourier series and derive criteria of periodicity at 
infinity of a function (distribution). Special attention is paid to obtaining criteria of periodicity at infinity 
of solutions to differential and difference equations.
Ключевые слова: периодическая на бесконечности функция, однородное пространство,
периодическое на бесконечности распределение, банахов модуль, спектр Берлинга, разностное 
уравнение, дифференциальное уравнение.
Keywords: periodic at infinity function, homogeneous space, periodic at infinity distribution, Banach 
module, Beurling spectrum, difference equation, differential equation.
1. Однородные пространства функций и гармоничные пространства распределений
1.1. Однородные пространства функций
Пусть X  -  комплексное банахово пространство, EndX -  банахова алгебра 
линейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Пусть J -  один 
из промежутков R+ =[0,оо), R = ( —оо? оо).
Символом l}loc(J ,X ) обозначим линейное пространство локально суммируемых 
(измеримых по Бохнеру) на J (классов эквивалентности) функций со значениями в 
банаховом пространстве X.
Через ^ ( ^ Х ) ,  где р е \  1 , оо), будет обозначаться пространство Степанова 
[Левитан, Жиков, 1978], состоящее из функций х g  Z.'ot.(J, X), для которых конечна 
величина
, Г1 ^11р
IH U  = sup j |* ( s  + 0 ||Jd f
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, / ? g [ 1 , c o ) ,
принимаемая за норму.
Пространства Степанова играют важную роль при изучении дифференциальных 
уравнений (см. [Левитан, Жиков, 1978; Баскаков, Криштал, 2005; Баскаков, 2013]).
Определение 1. Банахово пространство F (R ,X ) функций, определенных на R, со 
значениями в комплексном банаховом пространстве X , называется однородным, если 
выполнены следующие условия:
(a) пространство F (R ,X ) содержится в пространстве Степанова /S'1 (R, X), причем 
вложение
F(R, X) с  S 1(R, X)
инъекгивно и непрерывно (инъекгивность означает инъекгивность оператора вложения);
(b) в F (R ,X ) определена и ограничена группа изометрий S ( t) , te  R, операторов 
сдвигов функций
(S(t)x)(s) = xOs + O, ^ ,? e R ,x e  F(R,X ); (1)
(c) для любых функций /  е  L1 (R), х е  F(R, X )  их свертка
( / * x)(t) = | / (z)x(t -  z)dг = jУ(z)(S(-z)x)(t)dг, t g  R, ( 2 )
R R
принадлежит F (R ,X ) и выполнено неравенство | | / * лЦ < C | / |  |^ | для некоторой
постоянной С > 1 (как правило, С = 1);
( d )  ^ c g F (R ,X ) д л я  любой x g F (R ,X ) и  любой бесконечно дифференцируемой
функции ^ e Q (R )  с компактным носителем sирр(р, причем ||^с|| < Ц^ ^ЦхЦ и отображение 
t <pS(t)x: R —>• F(R, X )  непрерывно.
Через F0(R ,X ) обозначим наименьшее замкнутое подпространство из F (R ,X ), 
содержащее все функции <рх, x g F (R ,X ), где ^> gQ (R ,X ) бесконечно дифференцируема 
и sирр(р — компакт.
Определение 2. Банахово пространство F(R+,X ) функций из JS'1(R+,X ) будем 
называть однородным, если существует однородное пространство F(R ,X ), 
ассоциированное с пространством F(R+,X ) такое, что для любой функции x e F (R +, X )  
существует продолжение v gF (R ,X ) с о  следующими свойствами:
млц
1) v(t) = x(t) для всех ? g R +;
2) |v |< C |4 C > 0 ;
3) j g F0(R_,X);
4) ^ (? )x g F (R +,X ) для всех t> 0, х g F(R+,X );
5) для любого другого продолжения z e F (R ,X ) , обладающего свойствами 1-4,
выполняется условие y  — z e  F0(R,X).
Примерами однородных пространств являются ([Струков, Струкова, 2018а, б]):
1) пространства LP( R ,X ), р<г\ 1,оо), измеримых по Лебегу и суммируемых со
степенью р е [ 1 ,х )  (классов) функций и пространство Z7(R, X )  существенно
ограниченных (классов) функций;
2) пространства амальгам Винера (Lp (R ,X ) ,lq (R ,X ) \  1,оо), </е[1,оо];
3) пространства Степанова S p = S P(R ,X ) для всех /;е[1,оо);
4) пространство V (R ,X ) (zZ "(R ,X ) функций ограниченной вариации (см.
[Струкова, 20166]);
5) пространство Q (R ,X ) ограниченных непрерывных функций и его
подпростанства:
a) подпространство Сь и (R Д ) с С ,  (R, X ) равномерно непрерывных функций,
b) подпространство C0(R ,X ) cz и (R, X )  непрерывных исчезающих на 
бесконечности функций,
c) подпространство Cshj R , X ) M  и (R, X ) медленно меняющихся на
бесконечности функций (см. [Струкова, 2014; Струкова, 2015; Баскаков, Струкова, 2016; 
Струкова, 2016а]),
d) подпространство С _ (  R X ) M  I((R,X), состоящее из со -периодических
на бесконечности функций, ® g R + ( с м . [Струкова, 2014; Струкова, 2015; Струкова, 
2016а; Баскаков, Струкова, 2016]),
e) подпространство АР, = АР, (R, X) а  С.ь и (R, X  ) непрерывных почти
периодических на бесконечности функций (см. [Баскаков, 2013; Баскаков, 2015; Баскаков 
и др., 2018]).
Банахово пространство М {R ,X ) векторных (со значениями в X )  борелевских мер 
ограниченной вариации на R со сверткой мер в качестве умножения не является 
пространством функций, но его можно рассматривать как гармоничное пространство 
распределений (см. определение 3).
Далее символом F(J,X ) будем обозначать однородное пространство. Если X  = С, 
то оно будет обозначаться символом F(J).
Через Fc(J,X ) обозначим замкнутое подпространство из F(J,X ) вида (x e F (J ,X ) :  
функция 11—» S ( t)x : J  —> F(J,X) непрерывна}. Через F(I(J, X ) обозначим наименьшее 
замкнутое подпространство из F(J,X ), содержащее все функции <рх, х  е F(J,X), где 
Ф&СЬ(J ,X )  бесконечно дифференцируема и supptp -  компакт.
Непосредственно из определения 1 следует, что все перечисленные однородные 
пространства F(R ,X ) являются банаховыми Л1 (R) - модулями, в которых действует 
группа S сдвигов вида (1) и модульная структура определяется сверткой функций (2). 
Таким образом, появляется возможность использования основных понятий и результатов
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из спектральной теории банаховых модулей над алгеброй Z1 (R) (см. §2). В частности, 
пространства Fc(R ,X ) совпадают с пространствами S'-непрерывных векторов (см. 
определение 4).
1.2. Гармоничные пространства распределений
Каждому однородному пространству функций F(R ,X ) можно поставить в
соответствие счетное множество однородных пространств F(,?)(R ,X), и еЫ  (см. [Струков, 
Струкова, 20186]), которые определяются как линейные пространства функций вида
F('°(R, X) = { fn* x \ x e  F(R,X)}, й £ N,
с нормой где функции f n e l} (  R), /?eN , имеют вид
Г
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т =
е \  t>  0,
п\ С3)
0, t < 0.
Символом S = S (R ,X ) обозначим пространство Шварца пробных функций, а 
символом S '=  S'(R ,^Q  -  пространство распределений медленного роста с естественными 
операциями сложения и умножения на число (см. [Владимиров, 1981; Струков, Струкова, 
20186]). '
Определение 3. Линейное подпространство .F(R,X) с  S '(R ,^0  называется 
гармоничным пространством распределений, если существует такое п е  N, что для 
любого распределения Ф из .F (R ,X ) найдется функция <р из однородного пространства
F (R ,X ) такая, что 0  = (Z) + / ) ” >^ и ||Ф|| = |^ |. При этом для пространства .F (R ,X ) будем
использовать обозначение F(~'°(R,X) и говорить, что пространство распределений 
.F (R ,X ) соответствует однородному пространству функций F(R, X ).
Заметим, что в определении 3 функция (р представима в виде (р = f n * Ф, где 
функция f n из алгебры Л1 (R ) определяется формулой (3).
Под пространством F (R, X)  будем понимать само однородное пространство 
F(R ,X ). Тогда каждому однородному пространству F (R ,X ) ставится в соответствие
счетное множество пространств F(,,)(R, X), n e Z ,  каждое из которых можно
рассматривать как гармоничное пространство распределений.
В каждом из пространств F('°(R ,X ), п е  Z, рассмотрим операторы
D:; : jD(D;;,) c F(")( R ,X ) ^ F ("-",)(R ,X ) вида
D m ={D + I ) m, m e N ,  (4)
и операторы D~"' :Z)(D_'" ) a F (”)(R ,X )^ -F (”+'")(R ,X), действующие по правилу
D тФ = f m * Ф, Ф е F(,?) (R, X), т е  N, (5)
где функция f m из алгебры Л1 (R ) определяется формулой (3).
При этом под оператором D" будем понимать тождественный оператор / ,  
действующий в соответствующем пространстве F(n)(R ,X), п е Z. Следует отметить, что 
операторы D'” , т е Z, обладают свойством D mDm = / ,  т е  Z.
Далее символом F (R , X )  будет обозначаться одно из пространств F('°(R ,X ), 
/?eZ , рассматриваемое как гармоничное пространство распределений. В работе [Струков, 
Струкова, 20186] была получена следующая
Теорема 1. Любое гармоничное пространство распределений .F (R ,X ) (т. е.
F (R ,X ) = F(n)(R ,X ) для некоторого л е  Z ) изометрически изоморфно соответствующему 
однородному пространству функций F(R, X ).
Замечание 1. Гармоничные пространства распределений F (R +,X )=  F('°(R +,X ),
??eZ, вводятся аналогично однородным пространствам функций F(R+,X ) (см. 
определение 2). Для них будут справедливы результаты, аналогичные тем, которые будут
получены для пространств .F(R,X). Отметим, что F e(J ,X ) -  ( f (h)(J,X ))c -  ( F ^ X ) ) 1"’ и
F 0(J,X ) = ( f ("’(J,X ))0 =(F0(J,X ))lH), я е  z ,  где J -  один из промежутков R+ =[0,oo),
R  =  ( —GO, go).
2. Гармонический анализ периодических векторов 
из банаховых ZX(R )-модулей
Пусть X -  комплексное банахово пространство и EndX -  банахова алгебра 
линейных ограниченных операторов, действующих в X. Пусть Л1 (R ) -  банахова алгебра
определенных на R измеримых по Лебегу и суммируемых комплекснозначных (классов) 
функций со сверткой функций в качестве умножения
( /  * g ) ( 0  = j / ( t - s ) g ( s ) d s ,  t e R , / , g e  L \ R).
R
Будем считать, что X является невырожденным банаховым ZX(R) -модулем (см. 
[Росс, Хьюитт, 1975; Баскаков, Криштал, 2005; Баскаков, 2016; Баскаков и др., 2018]), 
структура которого ассоциирована с некоторым ограниченным изометрическим 
представлением : R —> EndX. Это означает, что выполняются два свойства следующего
предположения:
Предположение 1. Для банахова ZX(R )-модуля X выполняются следующие 
условия:
1) из равенства fa  = 0, справедливого для любой функции f  е  l) (R), следует, что 
вектор х е Х  -  нулевой (свойство невырожденности банахова модуля X );
2) для всех f e . l } (  R), х е  X, 1 е R, имеют место равенства (свойство 
ассоциированности модульной структуры на X с представлением Т  : R —» E n d X ):
T(t)(fic) = (T ( t) f)x  = f(T(t)x).
Если T . R ^ E n d X  -  сильно непрерывное ограниченное представление, то 
формула
T ( f ) x  = fa = Jf( t)T (- t)xd t , /  g ZX(R), x e X ,
R
определяет на X структуру банахова ZX(R )-модуля, удовлетворяющего условиям 
предположения 2, причем эта модульная структура будет ассоциирована с 
представлением Т.
Замечание 2. С каждым невырожденным банаховым ZX(R )-модулем X 
ассоциировано единственное представление Т : R —> EndX  (см. [Баскаков, Криштал, 
2005]). Чтобы это подчеркнуть, иногда будет использоваться обозначение (Х,Т).
Теория банаховых ZX(R )-модулей содержится в [Росс, Хьюитт, 1975; Баскаков, 
1978; Баскаков, 2004; Баскаков, Криштал, 2005; Баскаков, 2015; Баскаков, 2016; Баскаков 
и др., 2018].
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Определение 4. Вектор из банахова ZX(R )-модуля X назовем непрерывным 
(относительно представления Т ) или Г-непрерывным, если функция 
<рх : R — > X, <px(t) = T(t)x, t g  R, непрерывна в нуле (и, значит, непрерывна на R ).
Совокупность всех Г-непрерывных векторов из банахова ZX(R )-модуля X 
обозначим через Хс или (Х,Т)с. Оно образует замкнутый подмодуль из X, т. е. Хс -  
замкнутое линейное подпространство из X, инвариантное относительно всех операторов 
Т(Л , ПО, f< = L \R), / е  R.
Далее через / : R — >С обозначается преобразование Фурье f ( X)  = ^f(t)e~'**dt,
R
Л, е  R, функции /  g Ё  (R).
Определение 5. Спектром Берлинга вектора х е Х  называется множество чисел 
А(х) из R вида
А(х) = {Aq е  R : fa Ф 0 для любой функции /  е  ^ (R ) с f { \ )  Ф 0}.
Из определения следует, что Л(х) = R \{ //0 g R : существует функция/ g Ё (R)
такая,что / ( / /„ )фОи fa = 0}.
Свойства спектра Берлинга векторов из банаховых модулей рассматривались в 
[Баскаков, 2004; Баскаков, Криштал, 2005].
Определение 6. Пусть а>>0. Вектор х0 е (Х ,Т )  называется со -периодическим 
(относительно представления Т ), если Т(со)х0 =х0.
Множество о)-периодических векторов обозначим через X w = Х С0(Т). Оно образует 
замкнутое подпространство в X, инвариантное относительно операторов T{t), 1 е  R.
Ряд Фурье вектора х е Х т имеет вид
пе Z
где
/ 2  тЛ  1 г -»— «■хп = х |   = — \Г{т)хе ® d r , п е Z.
V с) )  о  0
Если ряд Фурье вектора х е Хт абсолютно сходится, т. е. выполнено условие
N
2 |х „ || < оо, то справедливо равенство х = У~х„ = Нш ^  хп.
СО
\Хп
/7GZ /> Z у¥ > 7 n=-N
Периодические векторы и их ряды Фурье рассматривались в статье [Баскаков, 
Струкова, 2016]. В частности, в этой работе были доказаны следующие результаты, 
используемые в дальнейшем:
Теорема 2. Для того, чтобы вектор X0 G X был со -периодическим (т. е. х 0 е  Хсо), 
необходимо и достаточно, чтобы имело место включение
2 /ТА(х0) с — Z. 
о
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3. Периодические на бесконечности функции из однородных пространств
и гармоничные распределения
3.1. Периодические на бесконечности функции из однородных пространств
и их ряды Фурье
Далее символом F(J, X)  обозначается однородное пространство функций, 
удовлетворяющее всем условиям (a)-(d) определения 1 (для J = R+ -  удовлетворяющее 
всем условиям (1)-(5) определения 2).
В банаховом пространстве F(J,X ) рассмотрим (полу-)группу S  : J —> EndF(J,X) 
операторов, действующих по правилу (S(t)x)(r) = x(t + r), Л, r e  J.
Определение 7. Функция x g F ( J ,X)  называется медленно меняющейся на 
бесконечности, если (S ( t )x -x )  е  F0(J ,X ) для любого t е  J.
Определение 8. Пусть со> 0. Функция x g F c(J,X ) называется о-периодической 
на бесконечности, если (£ (ю )х -х ) е  F0(J,X ).
Множества медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций из 
однородного пространства F(J,X ) обозначим символами Fs;a,(J,X) и Vaa(A,X)
соответственно. Заметим, что они образуют линейные замкнутые подпространства из 
F(J,X ), инвариантные относительно (полу-)группы сдвигов S. Для случая J = R эти 
пространства рассматривались в работе [Струков, Струкова, 20186]. Почти периодические на 
бесконечности функции из однородных пространств изучались в [Струков, Струкова, 2018а]. 
Рассмотрим фактор-пространство X(J) = F(J,X )/F0(J,X ), J e { R +,R}, которое
является банаховым пространством с нормой jjxjj = inf  jjvji, где x = x  + F0(J ,X ) -
v&x+Fq(J,X)
класс эквивалентности, содержащий функцию x e F (J ,X ). Символом Xc(J) обозначим 
подпространство Fc(J,X )/F0(J,X ) фактор-пространства X(J), а символом Xra(J) -  
подпространство F  ^ (J,X )/F0(J, A"),
Отметим, что банахово пространство X(J) становится банаховой алгеброй, если
умножение вводится следующим образом: ху  = ху, х , у  g  X(J).
В пространстве X(R) действует сильно непрерывная изометрическая группа 
операторов S : R —> EndX( R) вида
S(t)x = S(t)x, x  g  F(R,X ), t g  R. (7)
Фактор-пространство X(R) наделяется структурой банахова Л1 (R) - модуля с
помощью формулы j x  = /  * X, /  G 1} (R), X G F(R, X).
Ясно, что подпространства Fc(R ,X ), Fm / (R, X), F()(R, X )  являются замкнутыми
подмодулями из А1(Р)-модуля F (R ,X ), в которых действует группа S сдвигов вида (1) и 
модульная структура определяется сверткой функций (2). Однако формула (2) не позволяет 
корректно задать структуру ZX(R )-модуля в F(R+,X ). Тем не менее такой структурой 
наделяются фактор-пространства X(J), Xc(J) и Xffl(J). Случай J = R очевиден: в этом 
случае XC(R) и X(B(R) являются замкнутыми подмодулями фактор-модуля X(R).
Замечание 3. Пусть J = R+. Каждую функцию x e F (R +,X ) продолжим до 
функции у на R так, чтобы продолжение у удовлетворяло всем 5 условиям определения
2. Тогда класс эквивалентности х  е  X(R) не зависит от способа такого продолжения на 
R и, следовательно, банахово пространство X(R+) изометрически вкладывается в X(R) в 
качестве замкнутого подмодуля. При этом группа операторов S  корректно определена на
X(R+).
Непосредственно из определения представления S,  задаваемого формулой (7), 
следует, что S(a>)x = х, х  g  X .(J). Следовательно, имеет место
Теорема 4. Функция x g F ( J ,X)  является о-периодической на бесконечности 
тогда и только тогда, когда класс эквивалентности х = х  + F() (J, X ) является со -
периодическим вектором относительно представления S : J —» EndX{ J).
Получен следующий спектральный критерий периодичности на бесконечности 
функции из однородного пространства:
Теорема 5. Для того, чтобы функция x g F c(J,X ) была со -периодической на
бесконечности (т. е. принадлежала пространству F.,. v (J, А")), необходимо и достаточно,
чтобы имело место включение Лелл (л') <z -^-Z .
о
Доказательство. Поскольку фактор-пространство X(J) является банаховым
Z ^R )-модулем, то из определения 5 данной статьи и определений 10, 11 статьи [Баскаков, 
Струкова, 2016] следует, что Л(х) = Л етДх), где x = x  + F0(J,X ). Поэтому утверждение 
теоремы следует из теорем 2 и 4. Теорема доказана.
Определение 9. Каноническим рядом Фурье функции х е Fa х (J, X )  будем
называть ряд вида
.2 ттX—1 1 ^
Z / n {t)e с° ’ / e J ’
neZ.
где функции хп : J — > X , п е  Z, определяются формулами
1 % i2mU+r)
х (t) = — \x{t + r)e ® dr,  ^g  J, / ;e Z , (8)
CO -
и называются каноническими коэффициентами Фурье функции х.
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2/&_
(ОЯсно, что если х е С со(у},Х), то xk(t) = хк = — ^ х(т)е ® d z , t e  J, £ e Z ,  -  обычные
коэффициенты Фурье непрерывной периодической функции х.
Определение 10. Обобщенным рядом Фурье функции х е  Fn/ (J, АЛ) называется 
любой ряд вида
.2 ятз
2 > яс о * ( 9)
ие,Z
где у„ ,п е  Z, -  такие функции из F(J,X ), для которых >’л - х л g  F0(J, X), /?eZ , а 
функции x ;i, п е  Z, определяются формулой (8).
Из результатов, полученных в [Струков, Струкова, 20186], и замечания 3 следует
Теорема 6. Пространство F(0a;(J,X ) обладает следующими свойствами:
1. Канонические коэффициенты Фурье хп,п&  Z, (определенные формулой (8)) 
принадлежат пространству F ^  (J, X).
2. Коэффициенты любого обобщенного ряда Фурье функции х е  Fa х (J, X )  
принадлежат пространству Fv/ r(J,X)  и удовлетворяют условию lim ||>'„||F = О-
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3. По любой функции X е  Fn (J, ) (не обязательно непрерывной) можно
построить обобщенный ряд Фурье (9) такой, что v „ e C x/^ (J ,X ), п е Z Более того,
функции у п, п е  Z, могут быть выбраны так, что они допускают расширение на С до 
ограниченных целых функций сколь угодно малого экспоненциального типа.
Определение 11. Будем говорить, что ряд Фурье (9) периодической на 
бесконечности функции х е  Fw r (J, X )  суммируем на бесконечности методом Чезаро, если
существует последовательность ( j /’,/7eN) функций из F0(J ,X ) такая, что
При этом каждая из функций у к, к е  Z, эквивалентна функции хк, определяемой 
формулой (8), т. е. Ук - х к Ы й(± Х ) ,  AreZ.
Из теорем 3 и 4 следует
Теорема 7. Ряд Фурье любой функции х е  Ffflo:i(J ,X ) суммируем на бесконечности 
методом Чезаро.
Отметим, что выбор обобщенных коэффициентов Фурье в этой теореме не имеет 
значения.
Пусть со> 0. Далее символом Fffl(J,X ) обозначим подпространство 
со-периодических функций из Fc(J,X), т. е. функций, удовлетворяющих условию 
S(co)x = x, x g Fc(J,X).
Рассмотрим последовательность М Л-,А' g  N) операторов из End¥c(<],X)
1 jV_1 II Iследующего вида: AN = — 'YS(kco), N  > 1, причем ||А | = l ,N > \ .Л; 1 ■*
Получен следующий критерий представимости периодической на бесконечности 
функции из однородного пространства F(J,X ) в виде суммы периодической и 
исчезающей на бесконечности функций:
Теорема 8. Для того, чтобы функция х е  Fffla:,(J,X ) была представима в виде
х = х1+ х 0, где X jeF ^ J, X),  x0 gF0(J,X), необходимо и  достаточно, чтобы в  Fc(J,X ) 
существовал Нт  Амх.
Доказательство. Необходимость. Пусть функция х е F0}^  (J, X )  представима в 
виде х = х1+ х 0, где x1e F ft)(J ,X ), x0 g F0(J,X). Тогда AN(xl + х0) = хх +ANxQ, N > \ .  
Поскольку х0 е F0( J, X ), то Hm ANx0 = 0, и, следовательно, lim ANx = х ,.
Достаточность. Пусть для некоторой функции х е  Fn) (J, ) существует предел 
lim ANx = y. Покажем, что х представима в виде х = х1+ х 0, где х, е  FW(J, X),
,2лк 
г 1
Рассмотрим функции ек, к = Z, следующего вида ek(t) = e ® , t е  J.
x0 g F0(J,X ). В силу равенств
ш в
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функция у является периодической, т. е. у  g  Fw( J, X ), откуда вытекает, что ANy  = y  для 
любого N>1.  Обозначив i-_ v  = x0 e F ffl(J, ( J ,J ) ,  получим следующую ц еп оч ^  равенств:
lim A nx0 = Hm AN( x - y )  = Hm (Anx -  v) = v -  v = 0. (10)
TV—»co N - >  со N ->co
По функции x0 построим класс jc0 = х0 + F0 (J, X ), который в силу теоремы 4 
является о-периодическим вектором в пространстве X(J) = F(J,X )/F0(J,X ), т.е .
*0 е  Х „(J) = Fco „ (J ,X)/F0(J ,X). Наряду с операторами Ау , N > 1, рассмотрим
последовательность M A-JV eN ) операторов из EndX( J) следующего вида:
~ 1 ^_1~ ~ ^  ^
AN = — X S (k(U)’ N G N  Тогда А,-Х0 - Х 0 для любого N > 1 . С другой стороны, из (10)
X  к=0
следует справедливость равенства Hm Амх0 = 0, откуда непосредственно получаем, что
JV —» со
х0 = 0. А значит х0 е F0(J,X ), т .е . функция * представима в виде х = у  + х0:, где 
у  g  FC0(J,X), х0 g  F0(J,X ). Теорема доказана.
3.2. Периодические на бесконечности распределения 
из гармоничных пространств и их ряды Фурье
В соответствии с определением 3 и замечанием 1 для произвольного распределения 
Ф из гармоничного пространства распределений F (J ,X ),  где F( J , X)  = F('?)(J ,X ) для 
некоторого н е  Z, найдется функция у из однородного пространства F (J,X)  такая, что 
0  = D”j ,  где оператор D ”, /?eZ , определяется одной из формул (4) или (5)). При этом
у  = D ”Ф, n e  Z .
Введем понятия медленно меняющихся и периодических на бесконечности 
распределений из пространств F ( J , X ) .
Пространства FC(J,X )  и F0(J ,X ) определим следующим образом:
FC(J,X)  = {Ф е  F (J ,X ) : Ф = D"у, у  е  FC(J,X )};
F0(J,X)  = {Ф G F (J,X): Ф = D”y, у  g F0(J,X)}.
Определение 12. Распределение O G irc(J,X) называется медленно меняющимся 
на бесконечности, если (S'(a,) 0  -  Ф g  F0 (J, X )  для всех a e R .
Определение 13. Пусть &>>0. Распределение Ф (J,X ) называется 
со -периодическим на бесконечности, если 5'(<э)Ф —Ф g  F0{3,X)
Множества медленно меняющихся и периодических на бесконечности 
распределений обозначим символами Fslcxi = FslcxX J , X)  и Fox, = F^ , { XX) .
Непосредственно из определения следует, что Fslx(J ,X ) и Fm.r (J, А"), образуют линейные 
замкнутые подпространства из Fc(J ,X ), инвариантные относительно (полу-)группы
сдвигов S.
Из теоремы 1 следует
Лемма 1. Пространства FC0^ ( X X )  и Fcoaj(J,X) изоморфны, т.е . распределение 
Ф е ^ Ц Х )  является со-периодическим на бесконечности тогда и только тогда, когда 
функция >'= D "Ф g  F(J,X)  является со -периодической на бесконечности. Пространства
F s L x ( J ,X ) и  Fs/,(J ,A ) также изоморфны.
Из леммы 1 следует, что
^ Л(Л Л  = !® е  f ( W  : Ф = D"у ,  у  е F„„(J,X)}; 
f « ( J,X) = {Ф е F(J,X) : Ф = D” V, V е F „(J, X)}.
Таким образом, все результаты, полученные для периодических на бесконечности 
функций из однородных пространств, справедливы также и для периодических на 
бесконечности гармоничных распределений.
.2 лкi 1
Рассмотрим функции ек, к  е  Z, следующего вида ek(t) = e ® , t е  J.
Определение 14. Каноническим рядом Фурье распределения Ф е Fm v (J, А ) будем 
называть ряд вида
keZ
где Фк,к  eZ , -  такие распределения из FC(J,X),  что функции ук = D пФк е  F(J,X ) 
являются каноническими коэффициентами Фурье функции V = D ”O e F wo3(J,X ). Такие 
распределения Фк, к е  Z, будем называть каноническими коэффициентами Фурье 
распределения Ф.
Определение 15. Обобщенным рядом Фурье распределения Ф е  Fri)cr>(J,X)  
называется любой ряд вида
О »
keZ.
где Ч 'Д е  Z, -  такие распределения из F  (J, X ), для которых Ч7 - Ф /: е F()(J,X), а 
распределения Ф/:, к е  Z, являются каноническими коэффициентами Фурье
распределения Ф.
Из теоремы 6 и леммы 3.1 вытекает
Теорема 9. Пространство F0KI (J, А") обладает следующими свойствами:
1. Канонические коэффициенты Фурье Ф^  ,к  е Z, являются медленно 
меняющимися на бесконечности распределениями, т. е. ФА. е  Fs/ ., (J, А"), к <е Z.
2. Коэффициенты любого обобщенного ряда Фурье (11) распределения 
Ф е  F(oaj(^,X)  принадлежат пространству FsL, (J, X)  и удовлетворяют условию
H W I F =<>•к—> оо
Для J = R аналогичные теореме 9 результаты были получены в работе [Струков, 
Струкова, 20186].
Определение 16. Будем говорить, что ряд Фурье (11) распределения Ф <е F(o aj(J, X )  
суммируем на бесконечности методом Чезаро, если ряд Фурье функции 
У = D ”Ф 6 Ffaoo(J ,X ) суммируем на бесконечности методом Чезаро (см. определение 11). 
Из теоремы 7 следует
Теорема 10. Ряд Фурье любого распределения Ф е ^ № (J,X ) суммируем на 
бесконечности методом Чезаро.
Рассмотрим последовательность е N) операторов из EndFc( ^ X )
1 ^_1 II Iследующего вида AN = — ^ S (k c o \  N  > 1, причем = N  > 1.
X  к=0
Пространство со -периодических распределений FC0(J,X),  используемое в 
следующей теореме, строится на основе подпространства Fffl(J, X )  со-периодических
I—ч
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функций из однородного пространства F(J,X ) последующему правилу:
F J A  X ) = {Ф е F (J, X ) : Ф = D”у, у  е  F,,(J, X )} .
Из теоремы 8 вытекает следующий критерий представимости периодического на 
бесконечности гармоничного распределения из пространства в виде суммы
периодического и исчезающего на бесконечности распределений:
Теорема 11. Для того, чтобы распределение O e F coa(J,X)  было представимо в
виде Ф = ФХ+ Ф 0, где Фх е  Fra(J,X ), Ф0 g Zr0(J,X ), необходимо и достаточно, чтобы в 
F ( J , X )  существовал \\т А ЧФ.
JV —» со
Отметим, что предел в условиях теоремы 11 понимается по норме 
соответствующего пространства распределений.
4. Периодические на бесконечности решения 
разностных и дифференциальных уравнений
4.1. Периодические на бесконечности решения разностных уравнений
Пусть X  -  комплексное банахово пространство, Je{R+, R}- Рассмотрим 
разностное уравнение вида
x(t + l) = Bx(t) + y0( t) , te J ,  (12)
где В  е  EndX, у 0 е. F0(J ,X ).
Теорема 12. Пусть спектр сг(В) оператора В  удовлетворяет условию
а(В)глТ  с{1 } . (13)
Тогда каждое ограниченное решение x0 : J ^ X  разностного уравнения (12) 
принадлежит пространству Fj ,(J,X ).
Доказательство. Пусть функция X0 G F (J,X ) удовлетворяет разностномууравнению 
(12), т. е. -^ (l)^  - В х 0 = у0, где (Bx0)(t) = Bx0(t), t g J. Поскольку y 0 g F0(J ,X ), to
S ( \)x0- B x 0 = 0, (14)
где Bx0 = Bx0 = Bx0 + F0(J, X).
Докажем включение A(x0)a 2 ^ Z . Пусть /10 g R \ 2^Z. Выберем функцию / g Zx(R)
такую, что j  (Л0) Ф О и suppf -  компакт, причем (suppf) г\ 2tiZ. = 0 .  Покажем, что Jx0 = 0. 
Из (14) получаем
f ( S (  1 )х0 - Вх0) = {S( 1 )/)*„  - Bfx{) = f f o - B f x Q = 0, (15)
где /  = 5 (1 ) /  g Z:(R).
В случае J = R+ символом x0 будем обозначать продолжение х0 gF(R ,X ) функции 
х0 на R, обладающее свойствами 1)-5) определения 2. Если J = R, положим х0 =х0.
Из (15) получаем включение ( f i ~ B f ) * x 0 g F 0(R ,X ). Поскольку сг(В)гл1 с= {1}, то
  i)U
существует окрестность F  с Т  числа Уо~е такая, что определена резольвента 
Я I—^ R(ea , В ) : V —> EndX  оператора В.
Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию (р: R — > С такую, что 
ср(Ап) Ф О и sиррср a  [Aq — S,Aq + S] для любого малого 8  > О такого, что еа  g р(В)  для
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\A -A q\<S. Тогда она является преобразованием Фурье некоторой функции (pel}(R), а 
функция
^ (Л) = . <р(Л)(е‘Ч  - В ) \  Л g [Л0 -5 ,Л 0 + 3\,
0, Л £ [Л0 — S, Л0 + д~\,
является (в силу голоморфности функции Л\—>{ea I - B ) 1 : R ^  E n d X )  преобразованием 
Фурье некоторой суммируемой функции F : R —» EndX.
Из равенств
(F * ( /, -  B f ) \ Л) = Р(Д)(еа /  -  В)/(Д )  = ,р(Л )/(Д )/, Д е  R, 
и формулы (15) следует, что Z’* ( /1 - B f ) * x 0 = ((£>*/)*x0 g F0(R,X).
Обозначив <p*f через g, получаем, что g(A0) = ф(Л0)/(Л 0) Ф 0. Таким образом, 
Л,, g Aess(x0). Отсюда, в силу теоремы 5 (считая а>= 1), следует, что функция х{] 
принадлежит пространству F, , (R,X)  и, следовательно, i 0 e F 1(£i( J , J ) .  Теорема доказана. 
Рассмотрим разностное уравнение вида
x{t + 2) + B]X(t + \) + B2x(t) = y 0(t), t g J, (16)
где Bk g End X , к = 1,2, %  g F0 (J, X).
Каждой функции x e  F (J,X ) поставим в соответствие функцию у: J —> X 2 = Х х Х  
вида y(t) = (xl(t),x2(t)), t <г J, где хг = х, x2 =S(l)x. Здесь в декартовом произведении X 2 
рассматривается норма = ш ах^^Ш ^Ц }, (xl,x2) e  X 2. Тогда непосредственно из
определения функции у следует, что функция x e F ( J ,X )  является решением уравнения 
(16) тогда и только тогда, когда функция у  g F(J, X 2) удовлетворяет уравнению
f ( t  + \) = B f(t) + f 0{ t \ t e J ,  
где / 0 e F 0(J ,X 2), / 0(t) = (0 ,у 0(t)), t е J, и оператор В g E n d X 2 задается матрицей
( о - Л
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в  = -
\ В 2 B l J
(17)
Тогда непосредственно из теоремы 12 вытекает следующая
Теорема 13. Пусть спектр <у(В) оператора В , задаваемого матрицей (17), 
удовлетворяет условию (13). Тогда каждое ограниченное решение x . J ^ X  разностного 
уравнения (16) принадлежит пространству F, v (J, X).
4.2. Периодические на бесконечности решения 
дифференциальных уравнений
Пусть A : D(A) ^  X  X  -  линейный оператор с областью определения D(A), 
являющийся генератором сильно непрерывной ограниченной полугруппы операторов 
U  : R+ —> EndX.  Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение
x ( t) -A x( t)  = y(t), t e J , y e  F0(J,X ). (18)
Классическим решением дифференциального уравнения (18) называется 
дифференцируемая функция х : J —»X  такая, что х(7) е  IX А) для любого t е J, и 
удовлетворяющая уравнению (18) для всех t е  J.
Сформулируем два определения слабого решения (mild solution) 
дифференциального уравнения (18).
Определение 17. Функция x : J —>X  называется слабым решением
t
дифференциального уравнения (18), если функция z : J —>X, z(t) = Jx(s)£ifr, t е J, обладает
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0
следующими свойствами:
1) z(t) е  D(A) Д Л Я  любого t е  J;
t
2) x(t) -  х(0) = Az(i) + JY(.v)cZv, t g  J.
0
Определение 18. Функция x : J —>X  называется слабым решением уравнения (18) 
(см. [СЫсопе, Latushkin, 1999]), если для всех s,t <е J, s < t , имеют место равенства
t
x(t) = U ( t -  s)x(s) + Jif/(/ -  r)y(r)dt, s < t, s, t g  J. (19)
s
При J = R+ равенства должны быть выполнены при s = 0 и t > 0.
Заметим, что оба определения слабого решения уравнения (18) эквивалентны (см. 
[Arendt et al., гл. 3]).
Справедлива следующая
Теорема 14. Пусть сильно непрерывная полугруппа операторов U : R+ —>EndX  
ограничена и имеет место включение
<т(£ /(1))оТ с{1}. (20)
Тогда каждое ограниченное на J слабое решение уравнения (18) с функцией 
_yeF0(J ,X ) принадлежит пространству Fla,(J,X).
Доказательство. Пусть выполнено условие (20). Пусть х : J —» X  -  ограниченное 
на J слабое решение уравнения (18).
Положив в (19) f = s + l и заменив впоследствии s на t, получим равенство
t+1
х(7 + 1) = U(\)x(t)+ jU (t + l -T) f (T)dr ,  t g  J.
t
t+1
Введем обозначения U(1) = B, j l f ( t  + l - T ) f ( r ) dT  = y 0( t \  t e J ,  и покажем, что
t
y 0 g  F0(J,X ). В силу ограниченности полугруппы U имеем
I k  (0|| =
t-\-L I-1-1
^U(t +1 — T)y(z)dz < t e J, для некоторого M  > 0. Тогда из того,
что у  g F0(J,X), получаем, что y0 GF0(J,X), т. е. функция х удовлетворяет разностному 
уравнению (12). Из (20) следует, что выполнено условие (13) теоремы 12, и, значит, 
х е  Fj , (J, X).  Теорема доказана.
4.3. Дифференциальные уравнения в пространстве 
гармоничных распределений
Пусть F(R,X) -  гармоничное пространство распределений, отвечающее 
однородному пространству функций F(R, X ),  т. е. 7r(R,X) = F(n)(R,X) для некоторого 
weZ.
В однородном банаховом пространстве F(R,X) рассмотрим линейный оператор
L = 4 — A: D(L) a  F(R, X) -> F(R, X). (21)
dt
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Определение 19. Функцию x e F (R ,X ) отнесем к области определения Z>(L) 
дифференциального оператора L, если существует функция y eF (R ,X ) такая, что для 
всех s,t  <е J, s<t,  имеют место равенства (19).
Для xeZ>(L) мы положим Lх = у ,  если х и у удовлетворяют равенствам (19). 
Такое определение оператора L было впервые дано в работе [Баскаков, 1973] (см. также 
[Баскаков, 1978; Баскаков, 2013; Baskakov, Krishtal, 2016]). Отметим, что в силу
включения F(R,X)  a  S  (R, X)  справедливо включение Z)(l_) cz (^^(R , Х \
Далее символом S ( f ) : F(R ,X ) -^-F(R ,X ) обозначен оператор свертки 
S ( f ) x  = f  *х  функции x e F (R ,X ) с функцией /  из алгебры ZX(R).
В работе [Baskakov, Krishtal, 2016] установлена следующая теорема о 
перестановочности операторов S{f ) ,  /  e l} (R ) ,  с оператором L :
Теорема 15. Для любой функции f  из алгебры ZX(R) и любой функции * из Z>(L) 
функция S ( f ) x  принадлежит Z>(L) и имеет место равенство
LS( f ) x  = S(f)Lx.
Наряду с дифференциальным оператором L : Z>(L) с  F(R,X ) ^ -F (R ,X ) вида (21) 
рассмотрим в пространстве распределений F (R ,X ) подобный ему оператор 
: Д Ь л) с  F (R , J )  ^ F (R , J )  вида L„ =D"LD ", т. е. 1_лФ = Ф '- у4Ф, O e f ( R , J ) .  Из их
подобия следует, что они обратимы одновременно.
Наряду с дифференциальным уравнением (18) рассмотрим уравнение
Ф '-^4Ф  = Ч/, (22)
где Ч* g F 0(R ,X ) и А : D(A) о  X  —> X  -  генератор сильно непрерывной ограниченной 
полугруппы операторов U : R+ —> E n d X .
Определение 20. Распределение Ф е .Р ^ ,Х ) ,  где F ( R , X )  = F('?)(R ,X ), п <е Z, 
отнесем к области определения D(Ln) дифференциального оператора Ln, если существует 
распределение 4 'e F ( R ,X )  такое, что функция D ,!Ф принадлежит области определения 
Z>(L) оператора L и имеет место равенство L(D ”Ф) = D 'гхР.
Определение 21. Распределение Ф е ^ Д )  называется слабым решением 
дифференциального уравнения (22), если функция x = D '^ e F ( R ,X )  является слабым 
решением дифференциального уравнения (18).
Учитывая подобие операторов L и Ln, для дифференциального уравнения (22)
справедлива теорема, аналогичная теореме 14. При этом используется, что операторы D” , 
D ” перестановочны с операторами свертки с функцией из алгебры Л1 (R ) и сдвига S(t), 
t е R, в пространствах F (R ,X ) и F(R, X ), являющихся изоморфными банаховыми 
Z ^R )-модулями (см. теорему 1).
Из приведенных рассуждений следует
Теорема 16. Пусть сильно непрерывная полугруппа операторов U'.H+^ E n d X  
ограничена и имеет место включение (20). Тогда каждое ограниченное на J слабое 
решение уравнения (22) с распределением xP g F 0(J,X ) принадлежит пространству
FUx( J ,X ).
Справедливость теоремы 16 для J — R_ следует из замечания 1.
Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках 
научного проекта Xq 18-31-00097, работа второго автора выполнена при финансовой 
поддержке РФФИ в рамках научного проекта Xq 19-01-00732 А.
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